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Zgoda na bezplatne powielanie i rozpowszechnianie calos$ci opracowania
Ksigzka ta moze by¢ powielana i rozpowszechniana za pomocg dowolnych urzadzen, w tym
elektronicznych, mechanicznych kopiujacych, nagrywajacych i innych, ale tylko jako
integralna catosc.

Zakaz dzielenia tekstu oraz rozpowszechniania i powielania fragmentéw opracowania

Zabrania si¢ dzielenia tekstu na fragmenty, dokonywania jakichkolwiek skrotow i uproszczen
oraz ich powielana i rozpowszechniana — bez pisemnej zgody autora i wydawcy

Wylaczenie odpowiedzialnosci

Ksigzka powstata wylgcznie w celach informacyjnych. Autor opracowania nie odpowiada za
ewentualne szkody wynikte z uzytkowania zawartych w nim informacji.
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Wstep

,Matematyka jest krolowa nauk a teoria liczb jest krolowa matematyki.” Stowa te oddaja to
co fatwo zrozumie kto$ kto matematyka zajmowat si¢ z zamitowania, rozumiat ja, lubit i miat
okazje jg poznaé. I nie ma si¢ czemu dziwié. Standardowe wyktady z matematyki podawane
W sposob sztywny 1 nie przystepny dla przecigtnego cztowieka nie pokazuja tego co w
matematyce jest najistotniejsze — rozumowania i kojarzenia faktow.

Wez czysta kartke papieru i wytnij z niej kwadrat. Pot6z go na stole i przyjrzyj si¢ mu. Czy
jest w nim co$ ciekawego? Jezeli uznasz, ze niewiele, wez nozyczki i rozetnij go na potowe
odktadajac jedna czes¢ po twojej lewej stronie. Drugg cze$¢ ponownie rozetnij na polowe i
jedna z czgsci ponownie odioz po lewej stronie. Czy zauwazyles, ze w tym miejscu lezy teraz
1/2 i 1/4 kartonika? Idac dalej tym tropem dochodzimy do wniosku, ze przy dalszym
przecinaniu pozostatej czeéci kartonika na potowe, Scinki po lewej stronie ukladajg si¢ w
nastepujacy szereg: 1/2, 1/4,1/8 ,1/16, 1/32, ...

Teoretycznie szereg w ktorym nastgpna liczba jest o polowe mniejsza od poprzedniej
mozemy budowa¢ w nieskonczonosé. A czy wiesz jaka jest suma nieskonczonego szeregu:
1/2+1/4 +1/8+1/16 + 1/32 + .2

Odpowiedz tkwi w kartce papieru ktora przed chwilg lezata na stole. Suma nieskonczonego
szeregu jest rowna 1 (jeden kartonik).

Powyzszy przyklad powinien nas uczuli¢ na wszystko co z pozoru wydaje si¢ proste i
oczywiste. Od tej pory baczniej bedziemy si¢ przyglada¢ wszystkim trywialnym
spostrzezeniom 1 stwierdzeniom. A nuz kryja w sobie co$ ciekawego. Po nabraniu odrobiny
praktyki by¢ moze zmienimy twarz i staniemy si¢ §wiadomymi graczami Lotto.

Przyjrzyjmy si¢ teraz regulaminowi gry w Multi Multi w ktéorym obstawia¢ mozemy dowolng
(od 1 do 10) ilos¢ liczb oraz okresla¢c dowolng krotnos$¢ stawki za zaklad. W wypadku
obstawienia jednej liczby oraz wybrania jej przez maszyn¢ w kolejnym losowaniu, zgodnie z
regulaminem otrzymamy wygrang w wysokosci obstawionej stawki pomnozonej przez 2.

W losowaniu bierze udziat 80 kul z ktérych maszyna wybiera 20. Teoretycznie wigc szansa
wylosowania obstawianej liczby wynosi jak 1 do 4. Ze szczegotowych statystyk wykonanych
na podstawie setek losowan Multi Multi wynika oczywiscie, ze kazda z 80 liczb wcze$niej
czy pdzniej zostanie wylosowana.

Wybierzmy zatem jedng konkretng liczbe ktorg bedziemy od dzisiaj obstawia¢ w kolejnych
losowaniach. Moze to by¢ catkowicie dowolna liczba. Wiemy, ze niebawem liczba ta zostanie

wylosowana - a my (w losowaniu w ktoérym to nastgpi) wygramy. Mala to jednak pociecha
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skoro na sukces nalezy czeka¢ co najmniej kilka losowan (tracac jednoczesnie w przegranych
losowaniach zainwestowane pienigdze).

Czy zatem gra na jedng liczbe nie ma sensu i musi prowadzi¢ do przegranej? Oczywiscie tak,
chociaz za chwile pokazemy, ze moze by¢ doktadnie odwrotnie.

Zatézmy, ze w pierwszym losowaniu obstawiamy stawke podstawowa 2,50 zt i przegrywamy.
Gramy dalej na wybrana liczbe ale tym razem nie obstawiamy juz 2,50 a 3*2,50 = 7,50 zi.
Jezeli wygraliSmy zacieramy rece bo zainwestowalismy do tej pory 10 zt (2,50 zt poprzednia
przegrana + 7,50 zt obecna stawka) a otrzymamy 15 zt (2 x obstawione 7,5 ztotego). Mamy
wigc 5 z1. na czysto.

Gdy za drugim razem przegramy nie tracimy humoru. W trzecim losowaniu obstawiamy
stawke 22,50 zt. Gdy si¢ powiedzie to tym razem otrzymamy 2 x 22,50 = 45 zi. wygranej.
Poniewaz nasze wydatki (2,50 + 7,50 + 22,50 = 32,50) wyniosty 32,50 zt. Bedziemy mieli
12,5 zt zysku. Gdy przegramy, z catkowitym spokojem udajemy si¢ do kolektury, gdzie w

czwartym losowaniu obstawimy 67,50 zt na tg samg co w poprzednich losowaniach liczbe...

Teoretycznie istnieje wigc metoda ktéra w 100% doprowadzi nas do wygranej. Zwigkszajac -
W razie przegranej - trzykrotnie obstawiang poprzednio stawke, otrzymamy w chwili
wylosowania obstawianej liczby, kwote wydang na wszystkie dotychczasowe przegrane, plus

sporg wygrang - tym wigksza, im wigcej bylo przegranych losowan.

Podany sposéb gry, tak jak przytoczony we wstepie sposob cigcia papierowego kartonika
(tam: dwukrotnie mniejsze kawalki — tutaj: trzykrotnie wigksze stawki), nazywa si¢ w
matematyce: ciggiem geometrycznym. Nie wnikajagc w definicje oraz twierdzenia
matematyczne zwigzane z wymienionym zagadnieniem, warto doda¢, Zze mozna podaé wzor
na wysoko$¢ wygranej w n-tym losowaniu.

Zastanowmy si¢ teraz przez chwile: dlaczego Lotto nie zbankrutuje? Czyzby system byt na
tyle tajemniczy, ze nikt przed nami go nie odkryt? By¢ moze znikoma cze$¢ osob gra wtasnie
takim sposobem, ale na pewno nie brak masowego wysytania kupondéw podang metoda jest
przyczyng braku bankructwa monopolu loteryjnego. Stabo$¢ omawianej metody tkwi we

wzorze na stawke, ktorg nalezy obstawi¢ w n-tym losowaniu Multi Multi. Stawka ta to

Stawka = Sp*3™!
gdzie Sp — jest stawkg podstawowg (na dzien 31.08.2010 wynosi 2,50 z1), a n - numerem

kolejnego losowania.
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Latwo policzy¢, ze po 10 kolejnych przegranych w jedenastym losowaniu musieliby$Smy
obstawi¢: 2,50%(3) = 14762250 zL! Czy masz moze zbedne 150 tys. zlotych do
zaryzykowania?

Analiza ponad 1800 losowan Multi Multi pokazuje, ze na wylosowanie kompletu (80) liczb
nalezy — niestety, czeka¢ okoto 16 losowan. Tak wigc dopiero po 8 dniach (losowanie odbywa
si¢ dwa razy codziennie) mamy blisko 100% pewnos¢, ze wszystkie liczby (w tym ta ktorg
uparcie obstawiamy) zostaty juz wylosowane. Najdtuzszy taki okres oczekiwania ktory do tej
pory zanotowano to az 32 losowania a najkrétszy 1 losowanie.

Jezeli, mimo tego’, czytelnik widzi istotne zalety podanej metody, radze nie wybieraé
dowolnej liczby do obstawiania podanym sposobem. Ze statystyk wynika bowiem, ze
najlepiej wybrac¢ liczbg ktora pada najczesciej w danej chwili a nie taka ktora nie pada (!). Na
takg liczbe czekamy $rednio tylko od 3 do 4 losowan.

Istnieje rowniez uzasadnione przypuszczenie, ze podana metoda gry zostata zauwazona (i
uznana jednak za niebezpieczng) przez zagranicznych organizatorow gier liczbowych
zblizonych do Multi Multi (np. Keno). W chwili obecnej regulaminy tych gier zostaly

zmienione i nie przewiduja mozliwosci obstawiania tylko jednej wybranej liczby.

1 70-letnia mieszkanka Genui we Wloszech, §ledzac miejscowa loterie, zauwazyla, ze od dhuzszego czasu nie
pojawiat si¢ jeden z numerow. Postanowita wigc go obstawiac, w przekonaniu, Ze wczesniej czy pozniej
przyniesie jej szczgscie. Jej system byt bardzo podobny — w kazdym losowaniu obstawiata ta sama liczbg i za
kazdym razem podwajata stawke, zeby odzyska¢ zainwestowane wczesniej pieniadze. Ale wyteskniony numer
zawziat si¢, a hazard doprowadzit nieszczgsng kobiet¢ do stanu catkowitego uzaleznienia. By kontynuowac gre,
sprzedala mieszkanie, rzucajac na szalg dorobek calego zycia. Szczgécia do wybranej liczby nadal nie miata, za
to pecha sporego — ostatnie 80 mln, jakie pozostaty po sprzedazy mieszkania, padto tupem ztodziei.
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Historia powstania Lotto

Teori¢ rachunku prawdopodobienstwa zapoczatkowal Blaise Pascal (1623-1662). Ten
francuski  matematyk, fizyk, pisarz 1 filozof jako pierwszy zajmowal si¢
prawdopodobienstwem z  matematycznego  punktu  widzenia. Studia  nad
prawdopodobienstwem prowadzone przez Pascala polgczone byly trojkatem liczbowym
odkrytym na przetomie XI i XII w. przez Chinczykow. Rezultaty tych prac okazaty si¢ tak
znaczace, ze dzisiaj trojkat ten nosi nazwe trojkata Pascala. W grach analizowanych przez
Pascala gracze nie kierujg si¢ wyborem posuni¢¢ gdyz wszystkie posuniecia sg losowe, przy
czym znane s3 prawdopodobienstwa ich wystepowania.

W latach 30 XX w. matematyk amerykanski pochodzenia wegierskiego John von Neumann
(1903-1957) zaczat zajmowac si¢ teorig ogélniejszych gier. W swej podstawowej pracy z
1926 roku potozyt fundamenty tej teorii i udowodnil gtéwny rezultat. P6zniej wspdlnie z
Oskarem Morgensternem napisal obszerny wyktad w ktorym w szczegdlnosci omowit
znaczenie torii gier dla ekonomiki. Nieco wczesniej bo juz w grudniu 1925 roku polski
matematyk Hugo Steinhaus (1887-1972) zaprezentowal, w pismie studenckim Mysl
Akademicka, artykut podajacy podstawowe definicje z teorii gier 1 poscigu.

Neumann wraz z matematykiem Stanistawem Ulamem (1909-1984) byt wspottworca metody
modelowania matematycznego Monte Carlo. Interesujac si¢ powigzaniami matematyki z
biologig, stworzyl teorig automatéw komorkowych majacych zdolnos¢ samoreprodukciji.
Przyktadem takiego automatu jest gra life (gra zycie).

W teorii gier nie wyklucza si¢ posuni¢¢ losowych, jednakze w czystych grach losowych
gracze nie podejmuja zadnych decyzji majacych wplyw na przebieg gry, a konflikt, jaki
zachodzi pomiedzy ich interesami, jest nieistotny. Teoria gier jest zwigzana przede wszystkim
ze statystyka a gry takie jak szachy, brydz czy poker sg dla tej teorii doskonatymi
przyktadami.
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Kombinatoryka

Kombinatoryka jako dzial matematyki dyskretnej powstata dzigki grom hazardowym. Nauka
ta jest teorig obliczania liczby elementow zbiorow skonczonych.

Jednym z podstawowych poje¢ kombinatoryki jest pojecie kombinacji bez powtdrzen.
Kombinacja bez powtorzen to kazdy podzbiér zbioru skonczonego. Jezeli wezmiemy
dowolny zbiér n elementowy X = {x1, Xo, ... , X5} to kombinacja k-elementowg tego zbioru
nazywa si¢ kazdy k-elementowy jego podzbior (0<k<n). W praktyce czesto uzywa si¢ tez
okreslenia "kombinacja z n elementow po k elementow". Przyktadowo dla zbioru
trzyelementowego X = {a, b, ¢} (n=3) wszystkie dwuelementowe kombinacje bez powtdrzen
(k=2) beda wygladaty nastepujaco {ab, ac, bc}. Liczba wszystkich kombinacji wynosi wiec 3.

Ogolnie, liczba kombinacji bez powtdrzen wynosi
nj n!
k) Kki(n—k)!

n
gdzie (kJ nazywa si¢ symbolem lub wspdtczynnikiem dwumianowym Newtona a symbol n!

(n silnia) jest iloczynem n kolejnych liczb naturalnych n! = 1¥2* ... *n. Wartosci dwumianu

Newtona mozna odczytaé z trojkata Pascala (k-ty wyraz wiersza n).

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=5 1 5 10 10 5 1

n==6 1 6 15 20 15 6 1
n=7 1 7 21 35 35 21 7 1

Podstawowg wilasnoscig trojkata Pascala jest to, ze suma dwoch dowolnych sgsiednich
wyrazOw z tego samego wiersza jest rowna wyrazowi znajdujagcemu si¢ ponizej. Suma
wszystkich wyrazéw wiesza n wynosi natomiast 2". Przykladowo suma wyrazéw wiersza 4

(n=4) wynosi 2* = 16, a zatem ogdlnie mozemy zapisa¢:

22

Symbol Newtona wystepuje rowniez we wzorze do obliczania poteg dwumianoéw
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(a+b)" = i@a"b"-k

k=0
Przyktadowo (a + b)® = 1a%h° + 5a'b* + 10a’b® + 10a’b® + 5a*b' + 1a°b°, gdzie liczby
wytluszczone sa wyrazami 5 wiersza trojkata Pascala. Po uproszczeniu (uwzgledniajac, ze a°

=1: b° = 1; a'=a; b'=b) wzor ten przyjmie nastepujaca postaé:
(a + b)° = b° + 5ab* + 10a’b* + 10a°b® + 5a*b + a°

Pozostale pojecia kombinatoryki takie jak permutacje 1 wariacje przedstawiono w tabeli

ponize;j.

Tabela 1. Zestawienie ciggow ze zbioru X zawierajgcego pewne (rozne) elementy.

W tworzonych ciagach
Rodzaje ) ile jest elementy kolejnosé ] ) ]
) Zbior X . Lista mozliwych zestawien
zestawien elementéw? | moga si¢ istotna?

powtarzac?

Permutacje bez | n- nie
. . Pn =nl
powtotrzen elementowy
Permutacje z k- tak,
n

powtdrzeniami | elementowy odpowiednio P’ n!

N1,Ny,. .. Nk " nl|n2|nk'

. tak

razy
Wariacje bez e . _ nl
powtorzen n (n—k)!
Wariacje z

i . . tak Wnk = nk
powtorzeniami n- K
Kombinacje elementowy (k<=n) nie Ck n n!
bez powtdrzen n k k!(n —k)!
—— nie

Kombinacje z » o _(n+k=1)_(n+k-1)!
powtdrzeniami a n- k - k!(n—1)!

* Pierwszy z k elementow wystepuje nl razy, drugi n2 razy itd.; ny+np+...+ng = n.

Tabela 2. Przykiady podzbiorow.

Zbiér X Zadanie Mozliwe podzbiory
X={a,b,c | permutacje bez powtorzen { abc, acb, bac, bca, cab, cba }
} wariacje bez powtorzen (k=2) { ab, ba, ac, ca, bc, cb }
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wariacje z powtorzeniami (k=2)

{ ab, ba, ac, ca, bc, cb, aa, bb, cc }

kombinacje bez powtorzen (k=2)

{ ab, ac, bc }

kombinacje z powtérzeniami (k=2)

{ ab, ac, bc, aa, bb, cc }

X={a c} | permutacje z powtdrzeniami (k=2,

n=3, N1=2, n,=1)

{aac, aca, caa}

Jesli X = {1,2,00, n}, to mozemy kazdemu podzbiorowi Y zbioru X przyporzadkowac

wzajemnie jednoznacznie n wyrazowa wariacje z powtorzeniami dwoch elementow (0 i 1),

zwang funkcja charakterystyczng tego podzbioru

d
f, (x) = oo

Zbiory permutacji, kombinacji i wariacji zaliczamy do tzw. schematéw kombinatorycznych.
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Prawdopodobienstwo wygranej

Rozwazania o Lotto rozpoczniemy od pojecia prawdopodobienstwa klasycznego a nastgpnie
wyznaczymy takie prawdopodobienstwo w odniesieniu do szansy wygranej w Lotto. Jezeli
dane jest doswiadczenie losowe, w ktorym kazdy wynik jest jednakowo prawdopodobny, to
dla dowolnego zdarzenia A zwigzanego z tym do$wiadczeniem, prawdopodobienstwo P(A)

tego zdarzenia wynosi:

P(A) = (liczba wynikoéw sprzyjajacych zdarzeniu A):(liczba wszystkich mozliwych
wynikow).

Na podstawie tej definicji obliczymy jakie jest prawdopodobienstwo, ze wypetniajac jeden
zaktad Lotto trafimy (z 49 liczb) doktadnie k liczb (k = 1,2, ..., 6). Obstawiajacy zaktad Lotto
wybiera 6 liczb z 49. Wszystkie mozliwe kombinacje uznajemy za jednakowo
prawdopodobne. Ustalamy 6 liczb. Wtedy szukane prawdopodobienstwo jest rowne
stosunkowi liczby kombinacji zawierajacych k z 6 wybranych liczb do liczby wszystkich
N
kombinacji. Wszystkich kombinacji jest 6 ). Teraz najpierw wybieramy k liczb z 6
wybranych, a nastgpnie 6 - k liczb z pozostatych 43 liczb. W ten sposob szukane

.

Przyktadowo prawdopodobienstwo trafienia trojki wynosi

643
3\3 ) 246820 _ 1

[49j 13983816 57

prawdopodobienstwo wynosi:

6
czyli w przyblizeniu 1:57.
Prawdopodobienstwo, ze wypelniajac jeden zaktad Lotto trafimy co najmniej k liczb wynosi

natomiast:
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Wartos$¢ oczekiwana wygranej - Uczciwa stawka za zaklad

Analiz¢ Lotto musimy uzupetnié¢ o pojecie wartosci oczekiwanej. Jezeli liczby p1, P2, ..., Pn
sa prawdopodobienstwami n zdarzen, z ktérych jedno musi nastgpi¢, wi, W, ..., Wp S3
odpowiednimi wygranymi, ktore gracz uzyska w przypadku wystapienia tych zdarzen, to

suma.:

Ew = piwi+ ... + paWy

nazywa si¢ warto$cig oczekiwang wygranej dla tego gracza. Jest to $rednia wygrana tego
gracza przy zatozeniu powtarzania si¢ tej samej sytuacji. Warto$¢ oczekiwang mozna roéwniez
interpretowac jako uczciwa stawke przed nastgpieniem zdarzenia decydujacego o wyniku gry.
Obliczmy warto$¢ oczekiwang dla gry wLotto. Poniewaz w grze tej, poza trzema trafieniami,
wygrane, za 4, 5 i 6 trafien, nie sg zwykle jednakowe, oprzemy si¢ na konkretnym przyktadzie
losowania z dnia 29 grudnia 2007 roku.

Odpowiednie prawdopodobienstwa oraz wysoko$ci wygranych podane sg w tabeli 3.

Tabela 3. Prawdopodobienstwa i wysokosci konkretnych wygranych w Lotto.

Liczba trafien 0 1 2 3 4 5 6

Prawdopodobienstwo | po P1 P2 1/57 1/1032 | 1/54201 | 1/13983816
wygranej

Kwota wygranej w zt | O 0 0 16 230 7372 1831330
z dnia 29.12.2007

Z tabeli 3 wynika, ze warto$¢ oczekiwana wygranej Ew = 16/57 + 230/1032 + 7372/54201 +
1831330/13983816 = 0,28 + 0,22 + 0,14 + 0,18 = 0,82 zt = 82 grosze. W zwiazku z tym, ze
koszt jednego zaktadu wynosi 1,60 zt + 25% = 2 zl, przeprowadzone obliczenia pokazuja, ze
stawka w Lotto jest dwukrotnie zawyzona. Krotko mowigc Lotto tylko potowe wptaconych
kwot przeznacza na wygrane.

Dla gry Multi Multi, wartosci oczekiwane wygranych podano w tabeli 4.

Tabela 4. Prawdopodobienstwa, wysokosci wygranych i wartosci oczekiwane w Multi Multi.

Ilos¢ | Liczba | Prawdopodobienstwo | Wygrana ' Warto$¢ oczekiwana
_ oczyn
skreslen | trafien wygranej [zH] [z1]
S i Pi Wi Pi* Wi Suma pi*w;
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10 1:8911711 250 000 | 0,028053
9 1:163381 10 000 0,061207
8 1:7384 520 0,070423
10 7 1:621 140 0,225443 1,019297
6 1:87 12 0,137931
5 1:19 4 0,210526
4 1:7 2 0,285714
9 1:1380688 70000 | 0,050699
8 1:30682 2 000 0,065185
7 1:1690 300 0,177515
9 1,013686
6 1:175 42 0,24
5 1:31 8 0,258065
4 1:9 2 0,222222
8 1:230115 22000 | 0,095604
7 1:6232 600 0,096277
8 6 1:423 60 0,141844 1,030695
5 1:55 20 0,363636
4 1:12 4 0,333333
7 1:40979 6 000 0,146416
6 1:1366 200 0,146413
7 5 1:116 20 0,172414 1,009103
4 1:19 4 0,210526
3 1:6 2 0,333333
6 1:7753 1300 0,167677
5 1:323 120 0,371517
6 1,017765
4 1:35 8 0,228571
3 1:8 2 0,25
5 1:1551 700 0,451322
5 4 1:83 20 0,240964 1,025619
3 1:12 4 0,333333
4 1:326 84 0,257669
4 3 1:23 8 0,347826 1,005495
2 1.5 2 0,4
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3 1:72 54 0,75
3 1,035714
2 1:7 2 0,285714
2 2 1:17 16 0,941176 0,941176
1 1 1:4 4 1 1

Dane w ostatniej kolumnie pokazuja, ze niezaleznie od ilosci skreslen wartos¢ oczekiwana

wygranej w Multi Multi wynosi w przyblizeniu 1 zt.

Mowigc o wartosci oczekiwane] warto rowniez wspomnieé, ze istniejg trzy roézne rodzaje
»Srednich” dla danego ciggu liczb. Warto$¢ $redniej arytmetycznej - sumy wszystkich liczb
danego ciggu podzielonej przez ich ilos¢; mediany - réwnej srodkowemu co do wartosci
elementowi oraz dominanty - wartosci ktora wystepuje najczesciej. Przyktadowo dla ciggu
liczb: 1,3,3,4,2,4,4 warto$¢ $rednia wynosi (1+3+3+4+2+4+4):7 = 21:7 = 3; mediana wynosi

3 (bo 3 jest elementem $rodkowym ciagu: 1,2,3,3,4,4,4) a dominanta wynosi 4.
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Systemy Lotto
Zatozmy, ze gramy w Lotto i zdecydowali§my obstawia¢ liczby: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 1 9.

Zgodnie z regulaminem skresla¢ mozemy doktadnie szes¢ liczb. W tym przypadku mozemy

zakresli¢ az 84 rdzne zaktady.

Tabela 5. System petny: 9 liczb, 6 skreslen, podany w porzqdku leksykograficznym.

(1,2,3,4,5,6); (1,2,3,4,5,7); (1,2,3,4,5,8); (1,2,3,4,5,9); (1,2,3,4,6,7); (1,2,
3,4,6,8); (1,2,3,4,6,9); (1,2,3,4,7,8); (1,2,3,4,7,9); (1,2,3,4,8,9); (1,2,3,5,6,
7); (1,2,3,56,8); (1,2,3,56,9); (1,2,3,5,7,8); (1,2,3,5,7,9); (1,2,3,5,8,9); (1,
2,3,6,7,8); (1,2,3,6,7,9); (1,2,3,6,8,9); (1,2,3,7,8,9); (1,2,4,5,6,7); (1,2,4,5,
6,8); (1,2,4,5,6,9); (1,2,4,5/7,8); (1,2,4,57,9);(1,2,4,5,8,9); (1,2,4,6,7,8),
(1,2,4,6,7,9); (1,2,4,6,8,9); (1,2,4,7,8,9);(1,2,5,6,7,8); (1,2,5,6,7,9); (1,2,5,
6,89); (1,2,57,8,9); (1,2,6,7,8,9); (1,3,4,5,6,7); (1,3,4,5,6,8); (1,3,4,5,6,
9); (1,3,4,57,8); (1,3,4,5,7,9); (1,3,4,5,8,9); (1,3,4,6,7,8); (1,3,4,6,7,9); (1,
3,4,6,8,9); (1,3,4,7,8,9); (1,3,56,7,8); (1,3,56,7,9); (1,3,5,6,8,9); (1,3,5,7,
8,9); (1,3,6,7,8,9); (1,4,5,6,7,8); (1,4,5,6,7,9); (1,4,5,6,8,9); (1,4,5,7,8,9);
(1,4,6,7,8,9); (1,5,6,7,8,9); (2,3,4,5,6,7); (2,3,4,5,6,8); (2,3,4,5,6,9); (2,3,
4,5,7,8);(2,3,4,5,7,9); (2,3,4,5,8,9); (2,3,4,6,7,8); (2,3,4,6,7,9); (2,3,4,6,8,
9); (2,3,4,7,8,9); (2,3,5,6,7,8); (2,3,5,6,7,9); (2,3,5,6,8,9); (2,3,5,7,8,9); (2,
3,6,7,89); (2,4,56,7,8); (2,4,56,7,9); (2,4,5,6,8,9); (2,4,5,7,8,9); (2,4,6,7,
8,9); (2,5,6,7,8,9); (3,4,5,6,7,8); (3,4,56,7,9); (3,4,56,8,9); (3,4,5,7,8,9);
(3,4,6,7,8,9); (3,56,7,8,9); (4,5,6,7,8,9),

Zaktady systemu pelnego podane w tabeli 5 rozpisane sg w tzw. porzadku leksykograficznym
(czyli naturalnym). Porzadek leksykograficzny to pojecie matematyczne odnoszace si¢ do
sposobu uporzadkowania elementow zbiorow. Nazwa porzadku leksykograficznego pochodzi
od sposobu w jaki stowa sg uporzagdkowane w stowniku, najpierw wedtug pierwszej litery,
nastepnie wedlug drugiej, 1 tak dale;.

Kazda tablice sktadajaca si¢ z dowolnej iloSci roznych zaktadow nazywac bedziemy

systemem.
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Systemy pelne

System sktadajacy si¢ ze wszystkich mozliwych do zakreSlenia zakltadéw nazywamy

systemem pelnym.

Poniewaz obstawianie systemu pelnego moze okazac si¢ zbyt kosztowne warto zastanowic si¢
jak mozna go skroci¢. Naturalnym pomystem, ktory warto rozwazyé, wydaje si¢ by¢ takie
skrocenie systemu aby na wszystkich pozostawionych zaktadach kolejne liczby wystgpowaty
tyle samo razy.
Proba szybkiego znalezienia takiego rozwigzania dla 9 liczb i szeSciu skreslen mogta by
wygladac¢ np. tak:

1,2,3,4,5/6

7,891,233

4,5,6,7,8,9
gdzie kazda liczba wystepujagca w systemie powtarza si¢ doktadnie dwa razy. Po
uporzadkowaniu leksykograficznie zapis ten bedzie przedstawiat si¢ nastepujaco:

(1,2,3,4,5,6); (1,2,3,7,8,9); (4,5,6,7,8,9).

Systemy skrocone

System w ktorym kazda liczba wystepuje tyle samo razy nazywamy systemem skréconym.

Z podanej definicji wynika, ze kazdy system pelny jest jednoczesnie systemem skroconym.

Dla systemow skroconych prawdziwa jest rOwniez nastgpujaca zalezno$¢:

[lo$¢ zaktadow * Ilos¢ skreslen = Ilo$¢ powtdrzen * Ilos¢ liczb

W opisywanym przyktadzie wzor ten wygladat by tak:
[lo$¢ zaktadow * 6 = Ilos¢ powtorzen * 9
(3*6=2%*9)
Z matematycznego punktu widzenia rozpisanie systemu petnego dla dowolnej ilosci liczb 1
skreslen nie stanowi problemu. Duzo trudniej jest podzieli¢ system pelny na wiele grup
sktadajacych si¢ z roztacznych systemow skréconych. Dla podanych 9 liczb i 6 skreslen
podziat taki moze wygladac tak jak w tabeli 6.

Tabela 6. Podziat systemu petnego: 9 liczb, 6 skreslen, na rozlgczne systemy skrocone.

Strona 15/29



http://www.informacja.pl/lotto

Jak wygra¢ w LOTTO. Ksigzka pobrana z serwisu http://www.informacja.pl/lotto

1. 1(1,2,3,4,56);(1,2,3,45,9);(1,23,4,8,9);(1,2,3,7,8,9); (1,2,6, 7, 8,9); (1,
5; 6; 7; 8; 9)1 (2| 31 4| 5| 6| 7)1 (3; 4; 5; 6; 7; 8)1 (4| 5; 6; 7; 8; 9)1

2. 1(1,2,3,457);(1,2,3,4,6,9);(1,2,3,58,9),(1,2,4,7,8,9);(1,3,6,7,8,9); (1,
4,5,6,7,8);(2,3,4,56,8);(2,5,6,7,8,9);(3,4,5,6,7,9);

3. 1(1,23,4,5,8);(1,2,3,4,7,9);(1,2,3,6,8,9);(1,2,5,7,8,9);(1,3,4,5,6,7); (1,
4,6,7,8,9);(2,3,4,56,9),(2,4,56,7,8);(3,56,7,8,9),

4. 1(1,2,3,4,6,7); (1,2,3,56,9);(1,2,4,5,8,9); (1,2,5,6,7,8); (1,3,4,7,8,9); (1,
4,5,6,7,9);(2,3,4,5,7,8);(2,3,6,7,8,9);(3,4,5,6,8,9);

5 1(,2,3,46,8);(1,2,3,57,9);(1,2,46,8,9); (1,3,4,5,6,8); (1,3,5,6, 7, 8); (1,
31 51 71 81 9)1 (2a 3; 4; 5; 7; 9)1 (21 41 51 61 71 9)! (2a 41 61 71 81 9)!

6. [(1,23,4,7,8);(1,2,3,6,7,9);(1,2,4,56,7);(1,2,5,6,8,9);(1,3,4,5,6,9); (1,
4,5,7,8,9);(2,3,4,58,9),(2,3,5,6,7,8);(3,4,6,7,8,9),

7. 1(4,2,3,56,7);(1,2,3,6,7,8);(1,2,4,5,6,9); (1,2,5,6,7,9); (1,3,4,5,8,9); (1,
41 51 61 81 9)1 (2a 3; 4; 6; 7; 8)1 (21 31 41 71 81 9)1 (3a 41 51 71 81 9)1

8. (1,23,56,8),(1,2,4,5,7,9),(,2,4,6,7,8),(1,3,4,5,7,8);(1,3,4,6,8,9); (1,
3,5,6,7,9): (2.3,4.6,7,9): (23,5, 7,8, 9); (2.4,5.6.,8,9);

9. 1(14,2,3,57,8);(1,2,4,5,6,8);(1,2,4,6,7,9); (1,3,4,5,7,9); (1,3,4,6, 7, 8); (1,
31 51 61 81 9)1 (2a 3; 4; 6; 8; 9)1 (21 31 51 61 71 9)1 (2a 41 51 7a 8; 9)!

10. | (1,2,4,5,7,8);(1,3,4,6,7,9); (2,3,5,6,8,9);

Warto zwrdci¢ uwage, ze

suma dowolnych systemow skrdéconych daje rowniez system skrécony

Wybranie zatem z powyzszej tablicy dowolnych systemdw 1 potaczenie ich w jedna cato$¢
spowoduje, ze w wyniku otrzymamy system skrdcony.

W tabeli 5 kolorem szarym zaznaczono wszystkie zaktady ktore wystepuja w tabeli 6 jako
system oznaczony numerem 1.

Metoda uzyskania podziatu systemu pelnego na systemy skrocone, ktorag wykorzystano do
uzyskania zawarto$ci tabeli nr 4, zostala zaimplementowana w oprogramowaniu

komputerowych (rysunek 1).
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Rysunek 1. Generowanie systemu skroconego W programie Multi Multi firmy Falcom.

T W’stepl = Stat_l,l&t_l,lki] Zestawienial Lo Ku:-relaciel I Lustracia Systerny l Kuponyl Aktualizacial
& Skrdcone @ Indywidualne | @ Meritum | @ Gwarahtowane | @ Spdjre | @ Wiclospdjne | @ Wagowe | @ Arfy | @ Flegulame|

System pelny/skrocony lloge skreslen |6 s

v 1 i 19 28 7 46 55 B4 73

v 2 1 20 29 8 47 56 4] 4

v 3 12 21 30 ) 43 57 B& fis]

v 4 13 22 Kl 40 43 58 B7 76

v b 14 23 3 4 a0 5d [ i System

v B 15 24 33 42 a1 B0 ] I3

v 7 16 25 34 43 52 E1 70 fi=!

v 8 7 26 35 44 53 B2 71 80 .

v 18 a7 36 45 54 E3 72
Kombinacje 9 liczb: 1,2, 3, 4.5.6, 7.8, 5, Kupony
llosc kupondw: 84 fsystem pelny) : W Podziat systermu:

b

01,02, 06, 07,03, 09, - | 3 kupondw - ) I_

01,05, 06, 07,03, 09, | 3 kupondw Histogram

02,03.04,05, 06,07, v 9 kupondw

03,04, 00,08, 07, 08, | 3 kupondw L

04,05, 08, 07, 08,03, | 3 kupondw 3

------------------------ v| 3 kupondw

01,02,03,04,05.07, v 3 kuponow

01,02,03,04, 06,09, v 3 kuponow

01, 02,03, 05,08, 03, & v 9 kupondw -

Zrodto: http://www.informacja.pl/lotto

Uzyskujemy w ten sposéb jednoznaczny podzial systemu pelnego na rozlgczne systemy
skrocone. Nalezy doda¢, ze kazdy pojedynczy zaklad w powstajacym systemie skréconym
jest ,.kluczem” dzigki ktoremu mozemy zawsze ,,odtworzy¢” pozostate zaktady tego systemu.
Pierwszy zaktad kazdego systemu wybrany wedtug porzadku leksykograficznego nazywamy
»kluczem glownym” tego systemu. Przyktadowo dla systemu 9 liczb i szesciu skreslen (9/6)

z tabeli 4 klucze glowne beda wygladaty nastgpujaco:

(1,2,3,4,5,6);(1,2,3,4,5/7);(1,2,3,4,5,8);(1,2,3,4,6,7);(1,2,3,4,6, 8);
(1,2,3,4,7,8);(1,2,3,56,7);(1,2,3,5,6,8); (1, 2,3,5,7,8);(1,2,4,5,7,8);

Powyzsza wlasnos¢ wykorzystamy teraz do stworzenia nowego rodzaju systemu. Kazdemu z
nas zdarzylo si¢ obstawia¢ zaktady Lotto sktadajace si¢ z ulubionych uktadéw. Czesto jednak
po skresleniu kilku takich zaktadow konczy nam si¢ koncepcja i nie bardzo wiemy jak
skresla¢ dalej. W opisanej sytuacji warto zastosowac¢ nasze zaktady do podanej metody jako
jej »klucze”. Otrzymamy woéwczas system zbudowany w taki sposob, ze nasze ulubione
zaktady sa czgécig wigkszego systemu skroconego (ztozonego z kilku innych systemow
skroconych). System skrocony ,,dobrany” do wskazanych przez gracza zaktadow nazywamy
systemem meritum. Mniejsze systemy skrocone, ktore go tworzg nazywamy Systemami

indywidualnymi. Systemy indywidualne sg generowane dla pojedynczego klucza (zaktadu).
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Tabela 7. Liczba roztgcznych systemow skroconych (oraz liczba zaktadow systemu petnego) w

zaleznosci od ilosci liczb (3..15) i liczby skreslen (2..10).

3[a[s[e |78 9101012 13 141 15

o Lt]2[2[3[3[4] 45 5 6 6 7 7
(3) | (6) | (10) | (15) | (21) | (28)| (36) | (45) | (55) | (66) | (78) | (91) | (109)

1] 245|710 12 15 19 | 22 | 26 | 31

° (4) | (10) | (20) | (35) | (56) | (84) | (120) | (165) | (220) | (286) | (364) | (455)
1| 3|5 |10 14| 22 | 30 | 43 | 55 | 713 | o1
: (5) | (15) | (35) | (70) | (126) | (210) | (330) | (495) | (715) |(1001) | (1365)
1|37 | 14| 26 | 42 | 66 | 99 | 143 | 201
> (6) | (21) | (56) | (126) | (252) | (462) | (792) | (1287) | (2002) | (3003)
1 | 4| 10 | 22 | 42 | 80 | 132 | 217 | 335
° (7) | (28) | (84) | (210) | (462) | (924) | (1716) | (3003) | (5005)
1| 4 | 12 | 30 | 66 | 132 | 246 | 429
! (8) | (36) | (120) | (330) | (792) | (1716) | (3432) | (6435)
1 | 5 | 15 | 43 | 99 | 217 | 429
° 9) | (45) | (165) | (495) | (1287) | (3003) | (6435)
1 5 | 19 | 55 | 143 | 335
° (10) | (55) | (220) | (715) | (2002) | (5005)
1 6 22 | 73 | 201
10 (11) | (66) | (286) | (1001) | (3003)

Systemy gwarantowane (Steinera)

Pewne metody kombinatoryczne tatwo uzyska¢ dzigki geometrii. W 1786 roku w poblizu
Berna urodzit si¢ Jacob Steiner. Ten syn szwajcarskiego rolnika ktory do 14 roku zycia byt
samoukiem nie potrafigcym czytac i1 pisa¢, dopiero gdy przekonal ojca, aby ten postat go do
szkoty, od razu wykazat niezwykle zdolnosci w dziedzinie matematyki i geometrii. Juz w pigc
lat pozniej sam dawal prywatne lekcje, ktore umozliwity mu dalsze studia. Steiner zostat
uznany najlepszym geometra od czaséw Apoloniusza z Pergi. Studiowat na uniwersytetach w
Heidelbergu 1 Berlinie, w 1832 roku zostat uhonorowany doktoratem w Krélewcu a w roku

1834 jako profesor objat katedrg matematyki w Berlinie.
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Steiner® zastynat wicc jako genialny geometra ale warto doda¢, ze zajmowat si¢ rowniez
kombinatoryka przez co kazdemu graczowi powinien kojarzy¢ si¢ z systemami ktore
zdefiniowal i badal a ktore dzisiaj (troche zapomniane), od jego nazwiska, nazywamy
systemami Steinera. Abstrahujac od og6lnej definicji tych systemoéw przyblizymy teraz jeden
z jego wariantow.

Zatozmy, ze gramy w Multi Multi obstawiajgc 8 liczb. System pelny rozpisany na 3

skreslenia wyglada nastepujaco:

Tabela 8. System petny: 8 liczb, 3 skreslenia.

(1,2,3);(1,2,4);(1,2,5); (1,2,6); (1,2, 7); (1, 2,8); (1, 3,4); (1,3,5); (1, 3,6); (1, 3, 7);
(1,3,8);(1,4,5); (1,4,6); (1,4,7); (1,4,8); (1,5,6); (1,5, 7); (1,5, 8); (1,6, 7); (1, 6, 8);
(1,7,8);(2,3,4); (2,3,5); (2,3,6); (2,3,7); (2,3,8); (2,4,5); (2,4,6); (2,4,7); (2,4, 8);
(2,5,6); (2,5, 7); (2,5,8); (2,6,7); (2,6, 8); (2,7, 8); (3,4,5); (3,4,6); (3,4, 7); (3, 4, 8);
(3,5,6);(3,5,7);(3,5,8);(3,6,7); (3,6,8);(3,7,8); (4,5,6); (4,57); (4,5,8); (4,6, 7);
(4,6,8);(4,7,8);(5,6,7); (5,6,8); (5 7,8); (6,7, 8);

Bedziemy poszukiwaé systemu skroconego rozpisanego na 4 skreslenia tak aby kazda trojka z
tabeli 5 wystepowala w nim tylko i wylacznie jeden raz. Innymi stowy chcemy ,,upakowac
system pelny na 3 skreSlenia do najkrotszego z mozliwych systemu skréconego na 4
skreslenia”.

Latwo policzy¢, ze tabela 8 zawiera 56 zaktadow. W jednej czworce szukanego systemu
mozemy upakowa¢ maksymalnie 4 rozne trojki z tej tabeli. Zatem szukany system powinien
zawiera¢ 56:4 = 14 zaktadow.

Steiner badat warunki (ilo$¢ liczb 1 skres§len) przy ktorych systemy takie jak ten ktérego

szukamy da si¢ w ogdle zbudowac.

Systemy gwarantowane

Najkrétszy z mozliwych takich systemow (w ktérym kazdy ,,upakowany,, uktad wystgpuje
tylko jeden raz) nazywamy systemem gwarantowanym.

2'W czasach Steinera w odbywajacych sie wowczas loteriach klasycznych w roli maszyny losujacej wystepowata
»sierotka”. Historia pokazata jednak, ze sierotka zamiast losowaé czgsto oszukiwata. Prawdziwa bomba
wybuchta na jednaj z loterii gdy okazato sig, ze przed losowaniem kule o ustalonych wczeéniej
numerach byly podgrzewane!. Oszustwo wyszlo na jaw gdy sierotka poparzyta sobie dtonie. Mozna by
rzec: ,,na ztodzieju nie tylko czapka gore”...
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Poszukiwanie systemow gwarantowanych i systemoéw Steinera jest zajeciem bardzo
skomplikowanym i najlepiej pozostawi¢ go programowi komputerowemu. W naszym

wypadku rozwigzaniem jest nastepujacy system gwarantowany (Steinera):

(01, 02, 03, 06), (01, 02, 04, 08), (01, 02, 05, 07), (01, 03, 04, 05), (01, 03, 07, 08), (01, 04,
06, 07,), (01, 05, 06, 08), (02, 03, 04, 07), (02, 03, 05, 08), (02, 04, 05, 06), (02, 06, 07, 08),
(03, 04, 06, 08), (03, 05, 06, 07), (04, 05, 07, 08)

A oto inny ciekawy system gwarantowany Steinera wygenerowany programem ze strony

http://www.informacja.pl/lotto

Tabela 7. System gwarantowany: 22 liczby, 6 skreslen, 77 zaktadow, gwarantowana 3 przy 3
trafieniach. Kazda trojka liczb wystepuje tylko jeden raz.

(1,2, 3, 4,9 10): (1, 2,5, 6, 11, 12): (1, 2, 7, 8, 21, 22); (1, 2, 13, 15, 18, 20); (1, 2, 14, 16,
17,19): (1, 3, 5, 8, 15, 16): (1, 3, 6, 7, 17, 18): (1, 3, 11, 13, 19, 21); (1, 3, 12, 14, 20, 22): (1,
4,5,7,19, 20); (1, 4, 6, 8, 13, 14); (1, 4, 11, 16, 18, 22): (1, 4, 12, 15, 17, 21); (1, 5, 9, 13, 17,
22): (1, 5, 10, 14, 18, 21); (1, 6, 9, 16, 20, 21); (1, 6, 10, 15, 19, 22); (1, 7, 9, 11, 14, 15): (1, 7,
10, 12, 13, 16); (1, 8, 9, 12, 18, 19): (1, 8, 10, 11, 17, 20): (2, 3, 5, 7, 13, 14); (2, 3, 6, 8, 19,
20); (2, 3, 11, 15, 17, 22); (2, 3, 12, 16, 18, 21); (2, 4, 5, 8, 17, 18); (2, 4, 6, 7, 15, 16); (2, 4,
11, 14, 20, 21); (2, 4, 12, 13, 19, 22); (2, 5, 9, 15, 19, 21); (2, 5, 10, 16, 20, 22); (2, 6, 9, 14,
18, 22); (2, 6, 10, 13, 17, 21); (2, 7, 9, 12, 17, 20); (2, 7, 10, 11, 18, 19); (2, 8, 9, 11, 13, 16);
(2, 8, 10, 12, 14, 15); (3, 4, 5, 6, 21, 22): (3, 4, 7, 8, 11, 12): (3, 4, 13, 16, 17, 20); (3, 4, 14,
15, 18, 19); (3, 5, 9, 11, 18, 20); (3, 5, 10, 12, 17, 19); (3, 6, 9, 12, 13, 15); (3, 6, 10, 11, 14,
16); (3,7, 9, 16, 19, 22); (3, 7, 10, 15, 20, 21); (3, 8, 9, 14, 17, 21); (3, 8, 10, 13, 18, 22); (4, 5,
9,12, 14, 16); (4, 5, 10, 11, 13, 15): (4, 6, 9, 11, 17, 19): (4, 6, 10, 12, 18, 20); (4, 7, 9, 13, 18,
21): (4, 7, 10, 14, 17, 22); (4, 8, 9, 15, 20, 22): (4, 8, 10, 16, 19, 21); (5, 6, 7, 8, 9, 10); (5, 6,
13, 16, 18, 19); (5, 6, 14, 15, 17, 20); (5, 7, 11, 16, 17, 21); (5, 7, 12, 15, 18, 22); (5, 8, 11, 14,
19, 22); (5, 8, 12, 13, 20, 21); (6, 7, 11, 13, 20, 22); (6, 7, 12, 14, 19, 21); (6, 8, 11, 15, 18,
21): (6, 8, 12, 16, 17, 22); (7, 8, 13, 15, 17, 19): (7, 8, 14, 16, 18, 20); (9, 10, 11, 12, 21, 22);
(9, 10, 13, 14, 19, 20); (9, 10, 15, 16, 17, 18); (11, 12, 13, 14, 17, 18): (11, 12, 15, 16, 19, 20);
(13, 14, 15, 16, 21, 22); (17, 18, 19, 20, 21, 22).

System gwarantowany z tabeli nr 7 daje pewng 3 przy 3 trafieniach dla obstawianych 22 liczb

1 6 skreslen. Kazda z liczb wystgpuje w tym systemie doktadnie 21 razy a kazda para 5 razy.
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Konfigurowanie systemow Lotto

7 systemami gwarantowanymi Steinera wigze si¢ pojecie konfigurowania systemow Lotto.
Najlepiej zilustruje to nastepujacy przyktad.

Zatozmy, ze wysylamy 7 kuponow Multi Multi na ktore sktadaja nastepujace zestawy liczb:
(1,2,3); (4,5,6); (1,2,7); (3.4,5); (1,6,7); (2,3,4); (5,6,7). Mozna policzy¢, ze podanych siedem
kuponéw (po 3 skreslenia na kazdym kuponie) zawiera: 7 réznych liczb, 14 réznych par i
oczywiscie 7 roznych trojek. Latwo takze sprawdzié¢, ze z 7 liczb mozna, maksymalnie
utworzy¢: 7 roznych jedynek, 21 réznych dwojek i 35 roznych trdjek. Konfiguracja naszego

systemu wyglada wiec nastgpujaco:

dla jedynek (7/7)*100% = 100%
dla dwojek: (14/21)*100% = 66,6%
dla trojek: (7/35)*100% = 20%

Gdzie druga warto$¢ oznacza, ze w naszym systemie wystgpuje 66.6% wszystkich mozliwych
do utworzenia dwdjek liczb (ze zbioru: 1, 2, 3,4, 5, 6, 7).

Zobaczmy teraz inny zestaw zawierajacy rowniez 7 kuponow: (1, 2, 3); (1, 4, 6); (1, 5, 7); (2,
4,5); (2,6, 7); (3,4, 7); (3, 5, 6). Rowniez w tym wypadku mozna policzy¢ konfiguracje

naszego systemu, ktora wynosi (rysunek 2):

dla jedynek: 100 %
dla dwojek: 100 % (no wtasnie w tym systemie wystepuje az 21 réznych dwojek!)
dla trojek: 20 %

Zauwazmy, ze drugi system jest lepiej skonfigurowany gdyz uwzglednia wszystkie mozliwe
do wystgpienia dwojki liczb. Co wigc byto nie tak w pierwszym systemie?

Skoro pierwszy system zawieral tylko 66.6% wszystkich par, to na pewno cz¢$¢ z nich si¢
powtorzyta. Rzeczywiscie tatwo widac, ze powtorzyta si¢ np. para (1, 2) podczas gdy para

(3,6) nie wystapita wcale.

Systemy spojne

Kolejnym typem systemow sg
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systemy spdéjne w ktorych grupe obstawianych liczb dzielimy przed wygenerowaniem
systemu na kilka (od 2 do 10) podgrup. Trafienie doktadnie jednej liczby z kazdej podgrupy

gwarantuje pelng wygrana.

Przypusé¢my zatem, ze obstawiamy 12 liczb w Lotto. Dla uproszczenia niech to be¢dg liczby:
1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12.

Podzielmy obstawiane liczby na 6 (bo tyle skresla si¢ w Lotto) podgrup, np. tak.: [1, 2]; [3, 4,
5T 6, 71; [8] 5 [9, 10]; [11, 12]. Jezeli w kolejnym losowaniu kazda z wylosowanych liczb
bedzie nalezala do innej grupy (np. wylosowane zostang liczby: 1, 3, 6, 8, 9, 11) mamy
pewna szostke.

Ilo$¢ zaktadow ktore nalezy utworzy¢ aby powstat system spdjny jest iloczynem ilosci liczb
w poszczegblnych grupach (w omawianym przyktadzie: 2*3*2%1%2%2=48).

Omawiany system bedzie wygladat nastepujaco:

Tabela 8. System spojny 12 liczb, 6 grup:[1, 2]; [3, 4, 5]; [6, 7]; [8] ; [9, 10]; [11, 12].

(1, 3,6, 8,09, 11); (1, 3,6, 8,9, 12); (1, 3, 6, 8, 10, 11); (1, 3, 6, 8, 10, 12); (1, 3, 7, 8, 9, 11);
(1,3,7,8,9 12); (1, 3,7, 8, 10, 11); (1, 3, 7, 8, 10, 12); (1, 4, 6, 8, 9, 11): (1, 4, 6, 8, 9, 12);
(1,4, 6,8, 10, 11); (1, 4, 6, 8, 10, 12): (1, 4, 7, 8,9, 11); (1, 4,7, 8, 9, 12); (1, 4, 7, 8, 10, 11);
(1,4,7,8, 10,12): (1, 5,6, 8,9, 11): (1, 5,6, 8,9, 12); (1, 5, 6, 8, 10, 11); (1, 5, 6, 8, 10, 12):
(1,5,7,8, 9 11): (1,5,7, 8,9, 12); (1,5, 7, 8, 10, 11); (1, 5, 7, 8, 10, 12); (2, 3, 6, 8, 9, 11):
(2,3,6,8,9, 12); (2, 3,6, 8, 10, 11); (2, 3, 6, 8, 10, 12); (2, 3,7, 8, 9, 11): (2, 3, 7, 8, 9, 12);
(2,3,7,8,10, 11); (2,3, 7, 8, 10, 12); (2, 4, 6, 8, 9, 11); (2, 4, 6, 8, 9, 12); (2, 4, 6, 8, 10, 11);
(2,4,6,8,10,12): (2,4,7,8,9,11): (2, 4,7, 8,9, 12); (2, 4,7, 8, 10, 11); (2, 4, 7, 8, 10, 12);
(2,5,6,8 9 11): (2,5, 6,8, 9, 12); (2,5, 6, 8, 10, 11); (2, 5, 6, 8, 10, 12); (2, 5, 7, 8, 9, 11);
(2,5,7,8,9,12): (2,5, 7, 8, 10, 11); (2, 5, 7, 8, 10, 12).

W systemie spojnym podanym w tabeli 8 liczby: 1, 2, 6, 7,9, 10, 11 1 12 wystepuja 24 razy,
liczby: 3, 4 1 5 wystepuja 16 razy a liczba 8 wystepuje we wszystkich zaktadach, czyli 48

razy.

Systemy wielospdjne

Stworzymy teraz szersza grupe systemow ktore nazwiemy :
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systemami wielospéjnymi, w ktoérych oprocz podziatu obstawianych liczb na grupy,

okreslamy dodatkowo, ile trafien przewidujemy w kazdej z tych grup.

Jezeli zatem obstawiamy np. 18 liczb w Lotto. (niech to znow beda liczby: 1, 2, ..., 18) i
podzielimy obstawiane liczby np. na 4 grupy, to w kazdej z nich oprocz samych liczb okresli¢
musimy rowniez ilo$¢ trafien.

Powiedzmy, ze wybrane liczby podzielimy tak:

[1, 2, 3, 4,5, 6] - w tej grupie zaktadamy 2 trafienia;

[7, 8,9, 10] - w tej grupie zaktadamy 1 trafienie;

[11, 12, 13, 14, 15] - w tej grupie zaktadamy 1 trafienie;

[16, 17, 18] - w tej grupie zakladamy 2 trafienia.

wowczas oczywiscie liczba skreslen na kuponie wyniesie 6 (2+1+1+42). Jezeli w kolejnym
losowaniu w pierwszej i czwartej grupie trafimy 2 liczby a w drugiej i trzeciej po jednej
liczbie (np.: 3, 6, 8, 15, 16, 18) - mamy pewna szdstke.

Mimo, ze systemy wielospdjne nie naleza do najkrotszych (omawiany tutaj przyktad sklada
si¢ z 900 kupondw) to 1 tak znacznie zawegzaja (w tym wypadku: 4,84%) ilo$¢ kuponow
potrzebnych do rozpisania systemu pelnego. W tak zdefiniowanym systemie liczby: 1, 2, 3, 4,
51 6 wystepuja 300 razy, liczby: 7, 8, 9 i 10 wystepuja 225 razy, liczby: 11, 12, 13, 141 15
wystepuja 180 razy a liczby: 16, 17, 18 wystepuja az 600 razy.

Systemy wagowe
W systemach skroconych opieraliSmy si¢ na zatozeniu, ze kazda liczba wystgpujaca w

systemie powtarza si¢ jednakowg ilo$¢ razy.

Pora jeszcze bardziej rozszerzy¢ nasz zakres poszukiwan o systemy w ktorych dla kazdej
obstawianej liczby osobno okreslimy jej i1los¢ (wage) wystapien w systemie. Systemy takie

nazywamy systemami wagowymi.

Latwo zauwazy¢, ze w zalezno$ci od iloSci liczb wybranych do danych grup, systemy spdjne
moga by¢ czasami systemami skroconymi a czasami systemami wagowymi o rdéznych
wagach (tak jak system podany w tabeli §). System skrocony natomiast jest systemem

wagowym o takich samych wagach.
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Zatdézmy, ze obstawiamy 10 liczb w Multi Multi np.: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. Zatozmy
rowniez, ze bedziemy dokonywac 4 skreslen w zaktadzie oraz, ze liczby 1, 2, 3 ,4 beda
wystepowaty w systemie po 8 razy a liczby 5, 6, 7, 8, 9, 10 po 18 razy. Tablica wag bedzie
zatem wygladata nastepujaco:

Liczba | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Waga |8 8 8 8 18 |18 |18 |18 |18 |18

System wygenerowany dla tak ustalonych wag sktada si¢ z 35 nastepujacych zaktadow:

(1,2,6,7);(1,3,57);(1,3,5,9); (1,3,6,8); (1,3,7,9); (1, 4,6,9); (1,5, 6,10,); (1, 5, 7,
9);(2,3,7,8);(2,4,6,8); (2,4,6,10); (2,4,7,9); (2, 4, 8,10); (2,5, 7, 10); (2, 6, 8, 10); (3,
4,8,9); (3,5 7,9); (3,5, 8, 10); (4,5, 9, 10); (4, 6, 8, 10); (5,6, 7, 8); (5,6, 7,9); (5, 6, 7,
10); (5, 6, 8, 9); (5, 6, 8, 10); (5, 6, 9, 10); (5, 7, 8, 9); (5, 7, 8, 10); (5, 7, 9, 10); (5, 8, 9, 10);
(6,7,8,9); (6,78, 10); (6,7, 9, 10); (6, 8, 9, 10); (7, 8, 9, 10);
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Systemy Lotto z gwarancja
Rozwazania na temat systeméw oraz ich konfigurowania podsumujemy opisem systemow
Lotto, ktore bedziemy generowali dla z géry okreslonej gwarancji.

Systemy z gwarancja charakteryzuja nastgpujace parametry:

v' Ilo$¢ obstawianych przez gracza liczb n,
v’ Tlo$¢ skreslen w jednym zaktadzie K,
v Gwarancja trafienia g liczb przy zalozeniu wylosowania t sposrdd obstawianych n

liczb.

Jezeli g = t to system z gwarancja nazywamy podstawowym, natomiast gdy g <t — systemem
z obnizong gwarancja.

Pokazemy teraz praktyczny przykiad, ktory wyjasni istot¢ Systeméw z gwarancjg. W Lotto
losowanych jest 6 z puli 49 liczb. Tlos¢ skreslen w jednym zaktadzie wynosi zatem: K = 6.
Zalozmy dalej, ze gracz obstawia z tych 49 liczb tylko 12. Dla uproszczenia niech to beda
liczby: 1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12. llo$¢ obstawianych przez gracza liczb wynosi wigc:
n=12.

Nastepnie gracz decyduje jaka chcialby mie¢ gwarancje, ze trafiajac np. 5 liczb (t = 5)
sposrod obstawianych 12 liczb, bedzie miat takg pigtke (g = 5) na skreslonych przez siebie
zaktadach. Wybiera wiec gwarancje 5 przy 5. Gracz chce mie¢ zatem pewno$¢: ,Jezeli trafie
chocby 5 liczb sposréd 12 obstawianych, t0 bede mial te 5 liczb skreslone na wystanych
przeze mnie zaktadach. Wybieram gwarancje - gwarantowana pigtka przy pieciu trafieniach”.
Teraz gracz musi stworzy¢ system z wybrang przez siebie gwarancja. W jaki sposéb ma to
zrobi¢? Istnieje wiele gotowych schematow takich systemow, rozpisanych dla réznych
wariantow n/k/t/g 1 rozpowszechnianych od wielu lat w sprzedazy wysylkowej. Wytrawny
gracz szanujacy swoje pienigdze, zapyta jednak: ,lle zakladow bede musial wystac? ...i
dlaczego tak duzo? Skqd bede mial pewnosé, ze konkretny system bedzie wiarygodny i pewny
a jednoczesnie bedzie sktadat si¢ z minimalnej potrzebnej ilosci zaktadow???”.

Minimalny system spetniajacy wymagania naszego gracza sktada si¢, w tym wypadku, ze 132
zaktadow. System ten jest systemem gwarantowanym Steinera. Gracz spotka zapewne w sieci
internet rowniez systemy ztozone np. ze 172, a nawet jeszcze wigkszej liczby zaktadow.
Wybierajac jednak ,,zbyt duzy” system, grajacy doptaci niepotrzebnie od 30% do nawet 100%
wartosci zaktadow.

W tabeli 9 zaprezentowano poszukiwany przez gracza system.
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Systemy z gwarancja dla Lotto, Mini Lotto i Multi Multi mozna generowaé

oprogramowaniem dostepnym w Internecie pod adresem: http://www.informacja.pl/lotto

Systemy Arfy

Najkrotsze (a wige i najtaisze) takie systemy nazywamy systemami Arfy®.

Rysunek 2. Generowanie systemow Arfy z gwarancjg w programie Multi Multi firmy Falcom.

Lo Wstepl g Stat_l,lst_l,lki] Zestawienial -J Korelaciel g_m Lustracja Systemy I Kupon_l,.ll .-’-‘«ktualizacial

@ Skrdcone | ¥ Indywidualne | @ Meritum | ¥ Gwarantowane | 3 Spajne | @ "Wielospdjne | ¥ Wagowe | @ ffy % Regulamne
System arfy
w1 v| 10 19 28 a7 46 55 64 73
v 2 v 11 20 29 a8 47 56 E5 74
v 3 v EE ] 21 30 9 48 57 BE i}
v 4 13 22 kil an 49 ot} E7 VB
vl 5 14 23 a2 41 50 59 68 77 [ System |
|G 15 24 3 42 51 B0 B4 74
w7 16 25 34 13 52 E1 il )
v 8 17 26 s} a4 53 B2 1 a0
v 9 18 27 36 a5 54 B3 72
Kombinacje 12 liczh System arfy Kupony
01,06, 07, 09. 11,12, -
Skreglenwsystemie: |8 * gjlgg gg ?gﬁll;
Gwarancja 5 j¢ SS gg g: gg g; 112
przy trafieniach: m SS gg g: gg g? 110
02, 03, 04, 06 08, 12,
02, 03,04, 06, 09,10,
02,03, 04,07, 09,10,
02, 03.04.02.09.10. S
Zrédlo: http://www.informacja.pl/lotto
Tabela 9. System z gwarancjq 5 przy 5. 12 liczb, 6 skreslen, 132 zaklady.
1. 1,2,3,4,57) 45, 1,3,6,8,9,11) 89. (2,4,5,9, 10, 11)
2. (1,2 3,46, 12) 46.  (1,3,6,9 10,12) 9. (2,4,6,7,11,12)
3. (1,23,4,8 11) 47.  (1,3,7,9 10, 11) 91. (2, 4,6,8,10,11)
4. (1,23 4,9, 10) 48.  (1,3,8,10,11,12)  92. (2,4,6,9,10, 12)
5 (L,23,5,6,9) 49. (1,4,5,6,7,11) 93. (2,4,7,8,09,10)
6. (1,2,3,5,8,12) 50. (1,4,5,6,9,12) 94, (2,4,8,9,11,12)
7. (1,235, 10, 11) 51.  (1,4,5,7,8, 12) 95.  (2,5,6,7,10,11)
8. (1,236,711 52.  (1,4,5,7,9,10) 9. (2,5,6,8,9,10)
9. (1,2 3,86,8,10) 53.  (1,4,5,8,10,11) 97.  (2,5,6,9, 11, 12)

3 Arfa to sito do zwiru, ktérym odsiewa si¢ niepotrzebne wicksze kamienie. Algorytm komputerowy Arfa,
odsiewa niepotrzebne zaktady, minimalizujac liczbg niezbgdnych zaktadow dla wybranej przez gracza
gwarancji.
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
217.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.

(1,2,3,7,8,9)
(1,2, 3,7, 10, 12)
(1,2,3,9 11, 12)
(1,2, 4,5,6,10)
(1,2, 4,5,8,09)
(1,2, 4,5, 11, 12)
(1,2,4,6,7,8)
(1,2, 4,69, 11)
(1,2 4,7,9, 12)
(1,2, 4,7, 10, 11)
(1,2, 4,8, 10, 12)
(1,2,5,6,7,12)
(1,2,5,6,8, 11)
(1,2,5,7,8, 10)
(1,2,5,7,9, 11)
(1,2,5,9, 10, 12)
(1,2,6,7,9, 10)
(1,2,6,8,9, 12)
(1,2, 6,10, 11, 12)
(1,2,7,8, 11, 12)
(1,2,8,9,10, 11)
(1,3, 4,5,6,8)
(1,3, 4,5,9, 11)
(1,3,4,5,10,12)
(1,3,4,6,7,9)
(1,3, 4,6, 10, 11)
(1,3, 4,7,8, 10)
(1,3,4,7, 11, 12)
(1,3,4,8,09,12)
(1,3,5,6,7, 10)
(1,3,5,6,11, 12)
(1,3,5,7,8, 11)
(1,3,5,7,9, 12)
(1,3,5,8,9, 10)

54,
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.

(1,4,6,7,10, 12)
(1,4,6,8,9, 10)
(1, 4,6,8, 11, 12)
(1,4,7,8,09,11)
(1, 4,9,10, 11, 12)
(1,5,6,7,8,09)
(1,5, 6,8, 10, 12)
(1,5,6,9, 10, 11)
(1,5, 7,10, 11, 12)
(1,5, 8,9, 11, 12)
(1,6,7,8, 10, 11)
(1,6,7,9, 11, 12)
(1,7,8,9, 10, 12)
(2,3, 4,5,6,11)
(2,3, 4,5, 8, 10)
(2,3,4,5,9, 12)
(2,3,4,6,7, 10)
(2,3,4,6,8,09)
(2,3,4,7,8,12)
(2,3,4,7,9,11)
(2,3, 4,10, 11, 12)
(2,3,5,6,7,8)
(2,3,5,6,10, 12)
(2,3,5,7,9, 10)
(2,3,5,7,11, 12)
(2,3,5,8,9,11)
(2,3,6,7,9, 12)
(2,3, 6,8, 11, 12)
(2,3,6,9, 10, 11)
(2,3,7,8, 10, 11)
(2,3,8,9, 10, 12)
(2,4,5,6,7,09)
(2,4,5,6,8,12)
(2,4,5,7,8, 11)

98.
99.

100.
101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
109.
110.
111.
112.
113.
114.
115.
116.
117.
118.
119.
120.
121.
122.
123.
124.
125.
126.
127.
128.
129.
130.
131.

(2,5,7,8,9, 12)
(2,5, 8,10, 11, 12)
(2,6,7,8,9,11)
(2,6,7,8,10, 12)
(2,7,9,10, 11, 12)
(3,4,5,6,7, 12)
(3,4,5,6,9, 10)
(3,4,5,7,8,9)
(3,4,5,7,10, 11)
(3,4,5,8, 11, 12)
(3,4,6,7,8, 11)
(3,4,6,8, 10, 12)
(3,4,6,9, 11, 12)
(3,4,7,9, 10, 12)
(3, 4,8,9, 10, 11)
(3,5,6,7,9, 11)
(3,5,6,8,9,12)
(3,5, 6, 8, 10, 11)
(3,5, 7,8, 10, 12)
(3,5, 9,10, 11, 12)
(3,6,7,8,9, 10)
(3,6, 7,10, 11, 12)
(3,7,8,9,11, 12)
(4,5,6,7,8, 10)
(4,5,6,8,9,11)
(4,5, 6,10, 11, 12)
(4,5,7,9, 11, 12)
(4,5,8,9, 10, 12)
(4,6,7,8,9, 12)
(4,6,7,9, 10, 11)
(4,7,8,10, 11, 12)
(5,6,7,8, 11, 12)
(5,6,7,9, 10, 12)
(5,7, 8,9, 10, 11)
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44.  (1,3,6,7,8, 12) 88. (2,4,5 7,10, 12) 132. (6, 8,9, 10, 11, 12)

Zrodto: http://www.informacja.pl/lotto

Konfiguracja® systemu podanego w tabeli 9 jest nastepujaca:
1-ek: 100 % (x66)

2-ek: 100 % (x30)

3-ek: 100 % (x12)

4-ek: 100 % (x4)

5-ek: 100 % (gwarantowany)

6-ek: 14,2857 %

System gwarantuje pigtke przy trafieniu 5 sposrod 12 liczb.

* Wartosci podane w nawiasach oznaczajg ile razy dane kombinacje liczb powtarzaja si¢ w systemie.
Przyktadowo kazda dowolna liczba wystgpuje 66 razy, kazda trjka liczb 12 razy a kazda piaytka licznb
doktadnie 1 raz (system gwarantowany).

Nie trudno zauwazy¢, ze przy zatozonej ilosci kuponow, sposrod wszystkich systemow, najlepiej
skonfigurowane sg systemy gwarantowane.
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Zakonczenie

Koniec jest poczatkiem. Napisatem tego eboka, aby pomdc wszystkim graczom w osiggnieciu
ich zamierzen zwigzanych z grag w Lotto. Pamigtajcie jednak, ze gra to nie jest cate zycie! Gra
powinna by zabawg. Nie powinna pochlonag¢ Was catkowicie. Traktujcie ja jako hobby a z
pewnoscig Wam si¢ odwzajemni!. Poszerzycie swoja wiedze¢ matematyczng, bedziecie dobrze

si¢ bawié, a moze nawet uzyskacie wymarzong wygrang. Tego Wam goraco zycze.

Podzi¢kowanie
Oprogramowanie dla systemu Windows znajdujgce si¢ na stronie internetowe;j:

http://www.informacja.pl/lotto, powstalo w latach 1996-2011 i nadal jest rozwijane.

Programy sa sprzedawane komercyjnie a pierwsza wersja czesci ich algorytmow zostata
opracowana jeszcze w roku 1992 jako oprogramowanie dla systemu operacyjnego DOS.
Algorytmy te powstaly wowczas z inspiracji mojego wieloletniego kolegi, kompana
wspolnych rejsdw po jeziorach mazurskich, zabawnego i dowcipnego gracza i hobbysty Jacka

Kowalskiego z L.odzi. Bardzo mu za to dzigkuje.

Informacja o autorze
Autor jest absolwentem Wydzialu Matematyki i Wydzialu Zarzadzania Uniwersytetu

Lodzkiego. Kontakt z autorem mozliwy jest poprzez e-mail:

lotto@informacja.pl

Na podany adres prosze kierowa¢ wszystkie swoje sugestie i propozycje kolejnych zagadnien,

ktore moga zosta¢ zamieszczone w kolejnej wersji tego opracowania.

Przeczytaj rowniez o filtrowaniu systemow: http://www.informacija.pl/lotto/filtrowanie.pdf

Statystyka
Statystyka oryginalnego dokumentu wersja 1.0
Nazwa statystyczna Wartosc
Stron: 29
Akapitow: 841
Wierszy: 1447
Wyrazow: 8512
Znakow: 37703
Znakow (ze spacjami): 45542
< T ] ¥
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